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鰐=(]Rm, 〈，〉p= 喜ー吠＋芦1dx;) 
で定める．但し， (xi,・・・,Xm)は野mの標準座標で， m= p + q,p :=;qを満たす．定数
CE股に対し，恥;+1内の超曲面
Q芦：= {x E股;+1I〈x,x〉P= c} 
を定め，茫m+lへの包含写像による誘導計量を導入する.Q芦は， eの値によって状況
が変化する．























•§ 叫戸）→ 即m+l:超球而 (r> 0). 
定理 2.¢:Mm→叡(1)を全謄的等長はめ込みとする．このとき，次のいずれかの一
つの開部分に合同である．
• 全測地的 S呵1)C叡(1): 大円，
•§ 呵r2)C§m+l(l) : 小円 (r> 1). 
定理 3.¢:Mm→ lH1吋ー 1)を全謄的等長はめ込みとする．このとき，次のいずれかの
一つの開部分に合同である．
•全測地的 lHl呵ー 1) clHI吋ー 1): 部分空間，
• 町 (-r2)→]Hlm+l(-1) : 双歯型(r> 1), 
•§ 叫内→]Hlm+l(-1) : 楕円型(r> 0), 
•応→ ]Hlm+l(-1) : ホロ球面．
いずれも余次元を 1に落とせることが分かる．さて，次に平坦な擬Riemann空間形
内の全腑的部分多様体の分類結果を紹介する．






応→配悶門； X→ (〈x,x〉s,x, 〈x,x〉s).
更に， M の平均曲率ベクトル場Hは上からそれぞれ次の性質を持つ．
H=O, H: 空間的， H:時間的， H:光的．
最後の例は，取；内の余次元2で，半単純でない対称部分多様体である．
定理4の最後の例(4)には次のような考察がある：配閏2内の超平面Nm+l(O)を
Nm+l(O) := {(t, X, t) E 闘~?It E股，XE応｝
で定めると，全測地的 1—光的超曲面である．従って，この平坦全謄的部分多様体は，
Nm+l(O)内の（ある意味で）全謄的超曲面







事実 (B.Y. Chen, [3]). ¢: M;'→均(1)を全腑的等長はめ込みとする．このとき，次
のいずれかの一つの開部分に合同である．
• §7;"(r2)→ §7;"+1(1) ; X→ (x,JI二戸） (0 < r :;1), 
. §;'(戸）→ §':+内1); X→ （好~,x) (rミ1),
• lHI';'(一戸）→ §7;"+1(1) ; X→ (x,v'l+戸） (r > 0), 
• 応→S悶訂1); X→ (r〈x,x〉s+rb--,rx,Jf戸戸，r〈x,x〉s-rb + -
4 4)
(r > 0, br2 2: -1), 
• 応→§':+ぢ2(1); X→ (r〈x,x〉s+rb--,v1brこ了，rx,r〈x,x〉s+ rb + -r 
4 4)
(r > O,br2 2: 1). 
この擬球面均(1)内の全腑的部分多様体の分類は，不完全である．実際，例えば次の
例が含まれていない．
心： §';'(1)→§':'+i2(1) ; .T, → (1, x, 1) 
全測地的なものに合同に見えるが，そうはならない．
実際，心の平均曲率ベクトル場を求めると，




一方， Dajczer-Fornariは次を示した.¢: §;'(1)→ §;'+門1)を等長はめ込みとし，
1さn::;m-s-1を満たすならば，¢は全測地的である．
また， aE股¥{O}に対し，次の等長はめ込み
如： §';'(1)→S悶門(1); X→ (a,x,a) 
は，前の心＝叫に合同である．
次で定義されるS悶門(1)内の超曲面
Nm+l(l) := {(t,x,t) E§':'+"t2(1) It E罠， .r,E§';'(l)} 
は全測地的 1—光的超曲面である．
心は， Nm+l(l)内の（ある意味で）全謄的超曲面
心：鍔(1)3 x H (1, x, 1) E Nm+l(l) C§';'+内1)
とみることができる．これは，定理1で行った考察
的ぅ x→(〈x,x〉s,x, 〈x,x〉s)E Nm+l(O) C艮':'+i2
4の類似である．
光錐A:,n+iの§;'+i刊1)への等長埋め込み
X: A;'+i→ S悶汽1); X→ (x, 1) 
は全謄的1洸的超曲面である．一方，擬球面§'.,"(l)は光錐A;'口に
p: §;'(1)→ A戸； X→ (1, x) 
によって，等長的に埋め込める．従って，心は光錐を経由した擬球面の入れ子構造






二つの擬Riem皿 n多様体間の等長はめ込みJi,h: M;1→ M; が合同であるとは，あ
るMの等長変換gが存在して， h=gofiを満たすことをいう．
3. 主結果
定理 5(S.). ¢: M;1→鍔(1)を充満な全謄的等長はめ込みとする．このとき，次のい
ずれかの一つの開部分に合同である：
(1)§'.," (1)→ §'.,"+1(1) ; X→ (x, 0) (全測地的），
(2)§'.,"(l)→ §~ 内1); X→ (0, X) (全測地的），
(3)§'.,"(r2)→ S戸 (1); X→ (x,0て戸） (0 < r < 1), 
(4)§'.,"(r2)→ s;i.; 内1); X→ （好す二l,x)(r > 1), 
(5)§'.,"(l)→S悶穴1); X→ (1, x, 1), 
(6)誓（一戸）→§;'+1(1) ; X H (x, v'f+戸） (r > 0), 
(7)鰐→ §~ 十↑(1) ; X H (〈x,x〉s-~,x, 〈x,x〉s-~)-
更に， M;1が測地的完備であれば，上記のいずれか一つに大域的に一致する．
定理 6(S.). ¢: M;1→国(-1)を充満な全謄的等長はめ込みとする．このとき，次の
いずれかの一つの開部分に合同である：
(1)雪 (-1)→lHI戸 (-1);X H (x,0) (全測地的），
(2)誓 (-1)→lHI訂 (-1); X→ (0, X) (全測地的），
(3) lHI;'(—芦）→lHI雷 (-l);x→(vT=戸，x)(0 < r < 1), 
(4)彎 (-r2)→JHI'.,"+1 (-1) ; X→ (x, 好す=-1)(r > 1), 
(5)雪 (-1)→lHI;'+内—1); X H (1,x, 1), 
(6)§'.,"(r2)→lHI戸 (-1);X H (v'f+戸，x)(r>O),
5 
(7)応→JHI'.,"+1 (-1) ; X→ (〈x,x〉s+4,x, 〈x,x〉s+~)-
更に， M;1が測地的完備であれば，上記のいずれか一つに大域的に一致する．
定理5,6で得られた部分多様体はすべて対称部分多様体である．
5注意 7.II閃t,r は，尉？丑内の符号数 (s,t,r) の標準 r—光的 m—平面であり，次で定義さ
れる．
I閃t,r:= {じ1,・・・,Zr,X1,・・・,x.,O,・・・,りざ1,.. ,Zr,Yl,000 ,Yt,o, .. , りE恥;+n}.
? m+n-p 
特に， I悶，rは，瞑戸れ内の全測地的光的部分多様体である [2].
補題 8(Erbacher-Magid Reduction Theorem, [7], [5]). ¢: M';'→ 閏を等長はめ込み
とする．各点xEM';'に対し，次を定義する．
N°(x) := {~E T;-M I At= O}. 
また，このとき第一法空間をN°(x)の直交（補）空間として，定義する．すなわち，
N1(x) := (N°(x)l = {v E T;-M I g(v,~) = 0, ~E N°(x)} 
で定められる．このとき， Nl= UxEM Nl(x)が法束の部分束であり，法接続に関して
平行であるとすると，完備な (m+ k)次元の（光的かもしれない）全測地的部分多様体
E*c恥；が存在して， ¢(M) CE*を満たす．ここで， k= rankN1である．










を用いて，恥戸への等長はめ込みとみなす．このとき，補題9より， f:= lOqJ: M';'→ 
闘口は全謄的等長はめ込みになることが分かる.Erbacher-Magid Reduction Theorem 
より，ある (m+1)次元全測地的部分多様体E*CIR; 口が存在して， f(M)CE*とな
る．従って， ¢(M) =均(1)n E*であるため， E*の場合分けをして，各個撃破する．




命題 10(S.). m 2: 2とする．次は，すべて全謄的光的部分多様体を与える．
(1) s:; ―1(1) X股0,0,1→§~i1(1) ; (x, t)→ (t,x,t), 
(2) s:; ―l(rりx艮゜，0,1→ §:71+内1); (x, t) H (t, x, yff="戸，t) (0 < r < 1), 
(3) s:; ―1げ） x艮゜，0,1→ §:71+げ(1); (x, t) H (t,、すゴ，x,t) (r>l), 
(4) IH'.:'―1(_r2) X艮゜，0,1→Sご(1); (x, t)→ (t, x, 辺了戸，t) (r > 0), 
6(5) A;'→ §;'+古1);X→ (x, 1), 
(6) A;'x良゜，0,1→§;'+乳l);(x,t)→(t,x,1,t), 












{{pt.} (n=m+l,s:=;p さ s+l,orn=m+2,p~s),
(X,Ox) (n~m+2, p~s+ 1) 
ここで， CE{O, 土1},(X, Ox)は2点集合X= {g,u}に位相構造Ox={0,{u},{g,u}} 
を定めた位相空間で，連結な非Hausdorff空間であることに注意する．










M うい→ RadTxM c TxM 
が階数r>Oの滑らかな接分布RadTMを定めることである．
(M,g) を擬Riemann多様体 (M,g) 内の r—光的部分多様体とする．このとき，それぞ
れTM,T_j_M,「TMの部分束
S(TM), S(T_j_ M), ltr(TM) 
7が存在して，次を満たす．
TM = S(TM) 〶 RadTM,
T_j_M = S(T_j_M)① RadTM, 
「TM = TM EBtr(TM). 














f: (M,g)→ (M,g) を r-光的はめ込みとする．すなわち， M は T—光的部分多様体に
なっているとする.hをベクトル束{S(TM),S(T_j_M), ltr(TM)}に関する Mの第二基
本形式とする．このとき， Mが全測地的 r—光的部分多様体であるとは， h=O を満た
すことをいい， Mが全腑的 r—光的部分多様体であるとは，ある 1i E f(tr(TM))が存在
して， h(X,Y) = g(X, Y)Hを満たすことをいう．ここで， X,YE f(TM)である．
これらは， S(TM), S(T_j_ M), ltr(T M)に依存しない幾何学的な条件である [4].
n次元光錐は次で定義されていた．






DxY =VxY-〈X,Y〉p+lN (X, YE f(TA;)). 




M:;, をm次元擬Riemann多様体で，その指数はsであるとする．また， c/>:M:;, → A; 
を等長はめ込みとする．このとき， Mの法束が
『 M :={VE r(がTA;)I〈v,x〉p+l= 0 (XE f(TM))} 
で定まる．このとき，ベクトル束の直交直和分解
がTA;=TM⑤T_j_M 
が得られる．そこで， ltr(TA;)に関する A;上の誘導接続▽を用いて， M上のGauss
の公式を次で定める．
VxY=▽ ~y + h'(X, Y) (X, YE f(TM)). 
注意 14.上記のM上のGaussの公式で得られる M上の接続▽＇は Levi-Civita接続で
はない.TMに値を持つM上の双線形対称テンソル場wを
g(w(X, Y), Z) = g(X, Y)〈Z,N〉p+l
で定め，▽xY:=▽ ~y +w(X, Y)とおくと，▽はM上のLevi-Civita接続となる．た
だし， gはM上の擬Riemann計量とする．
補題 15(Beltrami's Formula, [3]). ¢: M:;, →陀を等長はめ込みとする．このとき，
次が成立する．
△, c/>=-mH. 
ここで，△,はりによる M上の誘導計量gに関する Laplacianであり， Hは¢の平均曲
率ベクトル場である．
し： A; →凡言を包含写像とする．し 0c/>による MのGaussの公式を導出すると，次
のようになる．
DxY=▽ xY + w(X, Y) + h'(X, Y) -〈X,Y〉p+1N.
補題15より，次が従う．
命題 16(S.). A; の光的横断的ベクトル束ltr(TA;)を与えると， M上の対称双線形テ
ンソル場
w(X, Y) + h'(X, Y) -〈X,Y〉p+iN
が定まるが，この値はltr(TA;)の選び方に依存しない．
光錐内の先行研究として， H.Liuらによる次のものが挙げられる．
•A『 C 股忙―1 内の曲線·曲面·超曲面論 ([8], [9], [12]). 
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